Elementarna matematika 2

predavanja

Sveudiliste u Zagrebu, PMF-MO



Planimetrija



KruZnica

Definicija

Za to¢ku S € M i realan broj r > 0, skup
k(S,r)={TeM:d(S5,T)=r}

zovemo

Definicija

Neka je T € M proizvoljna tocka i p C M proizvoljni pravac. Udaljenost

to¢ke T od pravca p je

d(T,p) :=min{d(T,X): X € p}

Propozicija
Udaljenost tocke T € M od pravca p C M je udaljenost T od noZista N

okomice iz T na p.



KruZnica

(a)

Propozicija 14
Za pravac p i kruznicu K(S, r) vrijedi:

(1)

()

3)

Ako je d(S,p) < r, pravac p sijece

kruZnicu u to¢no dvije tocke.

Ako je d(S, p) = r, pravac p sijete

kruZnicu u jednoj toc¢ki diralistu; tada

kaZemo da p dira kruZnicu i zovemo ga d(S,p) <r d(S,p) = r
tangenta. Ako p dira kruZnicu, pravac

okomit na p kroz diraliste prolazi i
sredistem S.

N
\,

Ako je d(S, p) > r, pravac p ne sijete d(S,p) > r

kruZnicu.
Kruznice k(S1,n) i k(S2, ) s razli¢itim sredistima S1 i S, sijeku se ako i
samo ako

In—n| <d(S1,%) <n+n.

Ako vrijedi jedna od jednakosti, kruZnice se dodiruju u jednoj tocki; ako su
obje nejednakosti stroge, sijeku se u dvije tocke. >



KruZnica

Dokaz jednog smjera. Neka se kruznice
k(S1,r) i k(Sz2, ) sijeku u dvije totke A
i B. 1z (M3) za AAS S, slijedi:

d(Sl,SQ) < d(Sl,A) + d(A, 52) =n-+n.

Takoder,

Slijedi da je
|r1 = r2| < d(51,52).

(Za drugi smjer trebala bi nam topologija.)



Aksiom o paralelama

Uo&imo da nigdje dosad nismo koristili aksiom o paralelama (P). Stovige,
postoje geometrije u kojima vrijede sve dosad navedene tvrdnje, osim (P).

Elipticka (sferna) geometrija Poincaréov model hiperb. geom.
Promatramo sferu radijusa 1 u R>. Poluravnina H odredena pravcem p.
e Tocke: par dijametralno o Tocke: bilo koja to¢ka iz H.
suprotnih totaka na sferi. e Pravci: polukruZnica sa sredidtem
e Pravci: najvele kruZnice na sferi. na p ili pravac okomit na p.

Aksiom o paralelama ne vrijedi: svaka Aksiom o paralelama ne vrijedi: kroz

dva “pravca” se sijeku. istu to¢ku prolazi vise pravaca
paralelnih zadanom pravcu.
%
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Aksiom o paralelama

Definicija
Neka su p # g paralelni pravci. Svaki pravac t koji sije¢e p i g zove se
transverzala pravaca p i q.

A0 t
Propozicija 15
Neka su p # q dva pravca te neka je 8 /a
t njihova transverzala. P

v A
Uz oznake kao na slici vrijedi
a=7y=oa =0, B=06=p=m, B/ aa q
te 'V/é o1
a+p=m.

Vrijedi i obrat: ako je a = a1, tada su
pravci p i g paralelni.

Dokaz. Neka t sijee p u totki Ai q u totki B tako daje a = i
pretpostavimo suprotno, tj. p i g nisu paralelni.

Slijedi da se p i g sijeku u nekoj toZki T.



Aksiom o paralelama

Sada je « vanjski kut trokuta AABT, pa je veci od unutarnjeg kuta
ALABT = ay. Kontradikcija.

Dakle, p || g.

Neka je sada p || g te t sijete pu Ai g u B. Pretpostavimo
suprotno tvrdnji, tj. a # a;.

Neka je g pravac kroz B takav da s pravcem t zatvara kut «.
Sada je po smjeru pl g
No, tada kroz to¢ku B moZemo provuéi dva pravca, g i g paralelna s p.

To je kontradikcija s aksiomom (P).



Aksiom o paralelama

Propozicija 16 2 ¢ I
Zbroj kutova u trokutu jednak je v
ispruZenom kutu.
@
A B

Dokaz.
Po Prop.15.,

AXCA = LCAB = q,

AYCB = LCBA = 0.
Slijedi da je

7= AXCA+ LACB + £YCB = o+ v + .
O

Propozicija 17
Vanyski kut trokuta jednak je zbroju dvaju njemu nesusjednih unutarnjih kutova.



Klasi¢na geometrija trokuta

Standardne oznake u trokutu AABC
a=|BC|, b= |AC|, c = |AB|,
a=«BAC, B=4«ABC, ~=4LACB.

Definicija sukladnosti
Trokuti T1 i T su sukladni ako im se vrhovi mogu oznaditi s A1, Bi, Ci i

Az, By, G, tako da vrijedi

|A1Bi| = |A2Ba|, MG =AGf,  [BiG| =BG,

LCAIB = LG ABs, LA1BI G = LAB Gy, LAIGB = LA GBs.

Pisemo
NAIBIG =2 ANAB,G.

Lako se pokaZe da je relacija = relacija ekvivalencije na skupu svih trokuta.

Uotimo: ako postoji izometrija f takva da (A1) = Az, f(B1) = Bo,
f(G) = G, tada je AALB1 G = AA>B,G. Obrat nije otigledan.



Klasi¢na geometrija trokuta

Teorem 18 (o sukladnosti trokuta)
Dva trokuta su sukladna ako vrijedi bilo koja od sljedecih tvrdnji:

1. (S-S-S): podudaraju se duljine svih triju stranica
ar = ap, by = b, a = G.
2. (S-K-S): podudaraju se duljine dviju stranica i kut medu njima
a1 = ap, by = ba, T = 2.
3. (K-S-K): podudaraju se duljina jedne stranice i oba kuta uz tu stranicu
a; = ay, b1 = P, Y1 = Y2.
4. (S-S-K~): podudaraju se duljine dviju stranica i kut nasuprot veéoj od
njih
a; = a, by = by, a1 > by, a1 = oy,

tada su trokuti sukladni.



Klasi¢na geometrija trokuta

Dokaz. Uo&imo, po napomeni je dovoljno pronaéi izometriju f koja preslikava

vrhove jednog trokuta u vrhove drugog trokuta.

(a) Neka su AA1B1Ci i AA:B, G, takvi da vrijedi
ap = az, b = by, C1 = 2.

Neka je p simetrala duZine A1A;. Tada je sp(A1) = Az. Neka je
B = s,(B) te neka je q pravac takav da je Sq((AzBl)) (A2B>) (postoji
po (52)).
Stavimo f = s 0sp.
Tada je:
f(A1) = sq(sp(A1)) = sq(A2) = Az,
f(B1) = sa(s5(Br)) = sq(B1) € (A2Bz)

d(Az, f(B1)) = d(sq(A2) = sq(sp(B1)))

(A2, 5p(B1)) = d(sp(A1), 5p(B1))
(A1, B1) =C =0 = d(Az7 Bz).

d
d
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Klasi¢na geometrija trokuta

Sada je f(Bl), B2 € (Ang) i d(AQ, f(Bl)) = d(A2, Bg), pa je pPo (M4)
£(By) = B.

Neka je C; = f(Cy).
Po Tm.4, f preslikava poluravninu odredenu pravcem A; B u
poluravninu odredenu pravcem A;Bs.
1.slu¢aj Pretp. da a i G, leZe u istoj poluravnini odredenoj pravcem A Bs.
Ako je C; = (3, onda je f(C1) = G i f je traZena izometrija.
Ako je a # (,, neka je P poloviste duZine C1 G.
Tada je
d(Az, Gi) = d(f(A1), F(C1)) = d(A1, Ci) = by = by = d(Az, G),
d(By, Gi) = d(f(By), f(C1)) = d(B1, Gi) = a1 = ap = d(B, G),

Dakle, A; je jednako udaljena od C1 i G, pa leZi na simetrali

stranice G G (po Prop.7.).

Isto vrijedi i za By i P.
11



Klasi¢na geometrija trokuta

Po jedinstvenosti simetrale (Prop.6.), Az, By, P leZe na istom pravcu.

No, tada A,B; sijete aCz u P, pa a i G, nisu s iste strane pravca
A>B,. Kontradikcija.

2. slu¢aj Pretp. da a i G, leze u razli¢itim poluravninama odredenima
pravcem A Bs.
Definirajmo f = sa,B, O f.
Tada je

F(A1) = sa,5,(F(A1)) = sa,6,(A2) = A2
F(B1) = sa,5,(f(B1)) = $a,6,(B2) = B>

—_— o~

F(Cl) = SAsz(f(Cl)) = sAsz(Cl) G.

Sada su a i G u istoj poluravnini odredenoj s A; By, pa mozemo
ponoviti dokaz iz prvog slu¢aja za f i C;.

12



Klasi¢na geometrija trokuta

(b) Neka su AA1B1 Gy i AABy G, takvi da vrijedi a3 = ap, by = by,

M =72
Bududi da je 71 = 72, tj. £LA1G By = LA, B,, postoji izometrija g

takva da je
g((GiA1)) = (GA),
g((GiB1)) = (GBy),
g(G)=0G.

Dakle, g(Al) & (C2A2) te
d(G, g(A1)) = d(g(Cr), (A1) = d(Ci, A1) = by = by = d( Gy, Ad),

pa je g(A1) = Az (po (My)).
Analogno je g(By) = Bs, pa je g izometrija koja preslikava vrhove
AA1B; G u vrhove AA; B, G, tj. oni su sukladni.
(c) Sli¢no kao (b), DZ.
(d) Sli¢no kao (b), DZ.
13



Klasi¢na geometrija trokuta

Uotimo, u (d) je nuZno traZiti podudaranje u kutu nasuprot vecée stranice!
Na slici dolje, AA;1B1 Gy i AA;B> G, nisu sukladni, iako vrijedi
dyp = ap, c = Oy, a1 = (KBlA1 Cl = KBQAQCQ).

a; = ap

S~ == 14



Klasi¢na geometrija trokuta

Definicija

DuZina koja spaja vrh trokuta i poloviste nasuprotne stranice naziva se
teZisnica. DuZina koja spaja 2 polovista stranica zove se srednjica.
Definicija

Neka su X, Y, Z noZista okomica iz A, B, C na pravce BC,AC, AB
redom. DuZine AX, BY ,CZ zovemo visine trokuta AABC.

Definicija -
Neka su A, B, C, D tocke ravnine takve da se duZine AB, BC, CD, DA ne
sijeku u unutarnjim toc¢kama. “Dio ravnine” omeden sa

AB U BC U CD U DA zovemo &etverokut, s vrhovima A, B, C,D i
stranicama AB, BC, CD, DA. Kutove a = /DAB, 3 = ZABC,

~v = £/BCD, 6 = ZCDA zovemo unutarnji kutevi Cetverokuta, a kutove a
i, te B 16 medusobno nasuprotni kutovi.

15



Klasi¢na geometrija trokuta

Definicija

Trapez je Cetverokut kojem bar jedan par nasuprotnih stranica leZi na
paralelnim pravcima. Te stranice zovemo osnovice ili baze, a preostale
dvije stranice krakovi.

Definicija

Paralelogram je Cetverokut kojem oba para nasuprotnih stranica leZe na
paralelnim pravcima.

Definicija

Pravokutnik je paralelogram kod kojeg je jedan kut pravi (DZ: tada su svi
kutevi pravi).

Kvadrat je pravokutnik kod kojeg su sve stranice jednake.
Definicija
Romb je paralelogram kod kojeg su sve stranice jednake.

16



Klasi¢na geometrija trokuta

Propozicija
Neka su AB i CD dva pravca koji se sijeku u tocki O kao na slici. Tada je

£AOC = £BOD.

Takve kutove zovemo vrsni kutovi.

C

Dokaz.
Centralna simetrija s centrom u O preslikava (OA) u (OB), (OC) u (OD)

O 17



Klasi¢na geometrija trokuta

Propozicija 19

(a) Nasuprotne stranice i nasuprotni kutevi paralelograma su jednaki.
(b) Cetverokut je paralelogram ako i samo ako mu se dijagonale

raspolavljaju.

(c) Cetverokut kojem su dvije nasuprotne stranice paralelne i jednake
duljine je paralelogram.

Dokaz.

(a) Kako je DB transverzala pravaca AB i CD, po Prop.14 vrijedi
ALABD = ABDC, te £DBC = £ADB.
Po teoremu o sukladnosti (K-S-K), AABD = ACDB, pa je

AB = (D,
AD = BC,
£BAD = £BCD,

£LABC = £ABD + £DBC = £CDA + £LADB = L CDA. 18



Klasi¢na geometrija trokuta

(b) Neka je ABCD paralelogram. Neka je O sjeciste dijagonala
(DZ, dokaz da dijagonale nisu paralelne).
Bududéi da je AC transverzala pravaca AB i CD, LOAB = £OCD.
Analogno, BD je transverzala pravaca AB i CD, pa je
£ABO = £0ODC.
Prema (a) dijelu, |[AB| = |CD|.
Po teoremu (K-S-K), AABO = ACDO, pa je |AO| = |CO],
|BO| =[DO|.
Slijedi da je O poloviste stranica AC i BD.
Neka se u Cetverokutu ABCD dijagonale raspolavljaju, tj.

|AO| = |CO|,
1BO| = |DO.

Pokazimo da je AB || CD (analogno se dobije i BC || AD).
Vrdni kutovi: £LAOB = £COD.

19



Klasi¢na geometrija trokuta

Po Teoremu (S-K-S), AAOB = ACOD, pa je i £ CAB = £DCA.
Slijedi da je AB || CD po Prop.15..

(c) Dokaze se preko (b) (DZ).

Propozicija 20 (O srednjici trokuta)
Srednjica trokuta paralelna je trecoj stranici. Takoder, duljina srednjica

jednaka je polovici duljine trece stranice.

Dokaz. Neka su P i @ redom polovista stranica AB i AC.
Tvrdimo da je PQ || BC i |PQ| = 3|BC]|.

Neka X le#i na pravcu PQ tako da Q bude poloviste duZine PX.

20



Klasi¢na geometrija trokuta

Tada se dijagonale ¢etverokuta PCXA raspolavljaju, pa je to
paralelogram (Prop.19.(b)).

Slijedi da je |[XC| = |AP| = |PB| te XC || AP, tj. XC || BP.
Slijedi da je i BCXP paralelogram (Prop.18.(c)).

Zato je PX || BC i |PX| = |BC|.

Konagno, PQ || BC i |PQ| = 3|PX| = }|BC

O

Teorem 21 (o teZistu trokuta)

Tezisnice APy, BP, i CP3 trokuta NABC sijeku seu jednoj tocki T koju
nazivamo teziste ANABC. Nadalje, vrijedi

|AT| =2[TP1|, [BT|=2[TPy|, [|CT|=2[TPs|.

21



Klasi¢na geometrija trokuta

Dokaz. - - -
Neka je X = AP; N BP,. PokaZimo prvo |AX]| = 2| XP;|.

Neka je Q; poloviste AX, Q> poloviste BX.
@1 @ je srednjica u AABX, pa je Q1Q; || AB, [@1 Q2| = 3|AB|.
P1P, je srednjica u AABC, pa je P1P, || AB, |PP,| = |AB|.

Slijedi da je P1P> || Q1 Q2 i |P1Pa| = |@Q1@2], pa je P1P2Q1 Q>
paralelogram.

Zato mu se dijagonale raspolavljaju, tj.
|Q1X| = [PiX]| = [AQ|, |QX]| = [PiX]=|Q:B].

Zato je |AX| = 2|P,X|, |BX| = 2|P>X|.
Neka je sada Y € BP, N CP;s.
Analognim dokazom dobije se [BY'| = 2|P,Y|, pa je X = Y (po (My).

Dakle, sve tri tezi$nice sijeku se u istoj tocki.
22



Klasi¢na geometrija trokuta

Propozicija 22 (o srednjici trapeza)
Neka su Py i P, polovista krakova BC i DA trapeza ABCD.

Vrijedi, |P1P,| = % (|AB| + |CD|). Srednjica P,P, je paralelna
osnovicama.

Dokaz. -
Neka je E poloviste stranice AC.

Tada je P,E srednjica AACD
Slijedi da je P,E || DC i |P,E| = 3| CD|
Takoder, EP; srednjica AABC
Slijedi da je PLE || AB i |P,E| = 3|AB].

P1, Py, E leZe na istom pravcu, jer inale kroz E idu dva pravca paralelna
s AB.

Slijedi da je P1P, || AB, te |P1P,| = |PLE| + |P,E| = |AB| + 3|CD.
O 23



Klasi¢na geometrija trokuta

Teorem 23 (o simetralama stranica)
Simetrale stranica AABC sijeku se u jednoj tocki O.

Toc¢ka O jednako je udaljena od svih vrhova trokuta i zovemo ju srediste
opisane kruznice ANABC.

Dokaz. -
Neka su pi, po simetrale stranica BC i AC redom, te O = p; N po.

BO| = |CO| jer O € p; te |CO| = |AO]| jer O € po.

Dakle, |AO| = |BO|, pa zbog Prop.7. totka O leZi i na simetrali AB.
Dakle, sve 3 simetrale se sijeku u istoj tocki. O

Po Prop.7.,

Uocimo, srediste opisane kruZnice ne mora lezati unutar trokuta.

A 24



Klasi¢na geometrija trokuta

Definicija
Simetrala kuta £AOB je pravac p takav da je p((OA)) = (OB). (Postoji
po aksiomu (S3))

Uo&imo, iz definicije simetrale kuta slijedi da postoji izometrija takva da
preslikava krakove kuta izmedu (AO) i (Op) u kut izmedu (BO) i (Op),
pa su ti kutovi jednaki.

Lema 24
Toc¢ka leZi na simetrali kuta ako i samo ako je jednako udaljena od

njegovih krakova.

Dokaz.
Neka je T totka na simetrali kuta LAOB. Neka su Ny, N, nozista

okomica iz T na krakove (OA) i (OB) (postoje po Prop.8(c)).
Slijedi da je [Ny T| = [N, T|.

Slijedi po (S-S-K~) (+ Prop.13.(a), mjera pravog i ispruZenog

kuta, zbroj kutova u trokutu).
25



Klasi¢na geometrija trokuta

Teorem 25 (o simetralama kutova)
Sve tri simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Tu to¢ku zovemo srediste upisane kruznice trokuta; postoji kruZnica kojoj
je ona srediste | koja dodiruje sve 3 stranice.

Dokaz.
Neka je X sjecidte simetrale p, kuta £ CAB i simetrale pg kuta £LABC,

te neka su Ny, No, N3 noZiéta okomica iz X na BC,AC i AB redom.
Kako je X € pa, po Lemi 23. slijedi [NoX| = |N3X].

Takoder, zbog X € pg, slijedi da je [Ny X| = [N3X|.

Sada zbog [N1 X| = [NoX| i Leme 23, slijedi da X leZi na simetrali {ACB.

Dakle, sve 3 simetrale sijeku se u jednoj toc¢ki X.

KruZnica sa sredistem u X radijusa [Ny X| = [NoX| = |N3X]| dodiruje sve
3 stranice AABC prema Prop.14.(a)(2).

]
26



Klasi¢na geometrija trokuta

Lema
Pravac koji je okomit na duZinu i prolazi njezinim polovistem je simetrala

te duZine.

Dokaz.

Neka je AB duZina i p pravac okomit na nju koji prolazi njezinim
polovistem P.

Za svaku totku T € p vrijedi da je ATPA 2 TPB po (S-K-S). Zato je T
totka na simetrali simag duZine AB. Dakle, p C simag. No, tada je

p = simag, po Prop.0. OJ

Teorem 26 (o visinama trokuta)
Pravci na kojima leZe visine trokuta se sijeku u jednoj tocki.

Tu to¢ku zovemo ortocentar trokuta.

27



Klasi¢na geometrija trokuta

Dokaz. Povucimo paralelu na pc s AB kroz C, pa s BC kroz A, pg s
AC kroz B.

Te paralele ¢ine novi trokut AXYZ,

X :=pgNpc, Y:=paNpc, £:=pgNpc.

Tada, AB | XY, BC || YZ, CA | ZX.

Uotimo, ABCY je paralelogram, pa je |AY| = |BC| i |YC| = |AB].
Takoder, ABXC je paralelogram, pa je |BX| = |AC| i |CX| = |AB|
Takoder, AZBC je paralelogram, pa je |ZB| = |AC| i |AZ| = |BC|

Dakle, AB, BC, CA su srednjice AXYZ, pa su A, B, C polovita
YZ,XZ,YZ.

Takoder, bududi da je visina iz C okomita na AB, slijedi da je okomita i
na XY, analogno za ostale dvije visine.

Slijedi da su pravci na kojima leZe visine AABC simetrale stranica
AXYZ, pa se (po Tm.23.) sijeku u jednoj tocki. O 28



Klasi¢na geometrija t

Uolimo, ortocentar trokuta ne mora lezati unutar trokuta.
\
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